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动载下的圆柱齿轮接触应力分析*

西北工业大学 刘　更* *　朱　浩　沈允文

航空航天部 608所 高向群

【摘要】　本文研究了一般三维弹性接触问题的有限元局部网格密化技术,并在此基础上结合有限

元—线性规划法首次提出了一种计算直齿和斜齿圆柱齿轮啮合过程接触应力分布的方法。文中以

一对航空斜齿圆柱齿轮为例, 计算了在系统动载和静载作用下该对斜齿轮不同接触线上的接触应

力, 并与航标进行了对比分析。计算结果表明本文方法及其微机用程序系统是快速可靠的。

　关键词: 　圆柱齿轮　接触应力　局部网格密化

1　前　言

　　无论在航空航天领域还是在一般机械传动,尤其是重型机械传动中,齿轮齿面点蚀破坏一

直是圆柱齿轮传动的主要失效形式之一。运用有限元法进行圆柱齿轮三维接触应力分析已有

一些报道[ 1～2] , 但仅仅是针对某一特定接触线进行研究的。由于受计算机内存及计算时间的限

制,其有限元网格常常只能在接触线局部接触区域划分得很密,而使得轮齿其他部分的网格划

分过于稀疏。这就容易造成圆柱齿轮接触应力计算模型与原轮齿几何形状相差较大的弊端。因

此,研究出计算圆柱齿轮在啮合过程中的接触应力变化的方法,对全面分析齿轮齿面失效原因

是具有很重要意义的。有限元局部网格密化是详细研究应力集中区应力分布的一种非常有效

的方法。但接触区域局部密化模型的应力计算比较复杂,它既涉及局部位移边界条件,也涉及

小变形几何非线性的迭代计算。因此关于接触区域局部密化模型的应力计算方法几乎未见有

公开报道。

本文首先研究了弹性接触问题中接触区域局部密化模型接触应力计算技术,并由此提出

了一套计算圆柱齿轮副啮合过程接触应力的方法和模块式计算程序系统。文中以一对航空斜

齿圆柱齿轮为例进行了说明。

2　局部密化模型接触应力的计算方法

　　本文计算弹性接触应力采用的是有限元—线性规化法[ 1、3]。迭代计算可能接触点载荷分布

时,是在约束方程( 1)和接触条件( 2)下求目标函数( 3)的最小值。

- [ L ] {F} + �{ e} + [ I ] {Y } + [ I ] {Z} = {�}
　　　　　　{ e}

T
{F } + Zn+ 1 = P

Fk ≥ 0　, 　�≥ 0　, 　Y k ≥ 0　,　�k ≥ 0　,　Zk ≥ 0

( 1)　

若 Y k > 0,则 Fk = 0(未接触)　;　若 Y k = 0, 则F k ≥ 0(已接触) ( 2)　

1992年 10月收到; 1993年 1月收到修改稿。　国家自然科学基金与航空基金资助项目

　* * 西安市西北工业大学机械设计教研室　710072



Zo = �
n+ 1

j= 1
Z j ( 3)　

式( 1)～( 3)中,矩阵[ L ]是由有限元求出的两接触体可能接触点柔度阵之和; �是弹性接触体
间的刚体位移; {Y }是松驰变量; Zi ( i= 0, 1,⋯, n+ 1)是人工变量; {�}是可能接触点对间的初
始间隙; {F}是可能接触点的载荷向量; P 是所施加的总载荷。

由上三式可以看出, 用有限元—线性规划法求解接触载荷{F }的关键在于计算两接触体

可能接触结点的柔度矩阵[ L ]。

用有限元—线性规划法求弹性接触问题时,需要对计算模型进行两次有限元计算。第 1次

是对可能接触点依次施加单位力形成接触结点柔度矩阵[ L ]。第 2次在用线性规划法(式( 1)

～( 3) )求出接触载荷分布后,加载计算接触应力分布。在完整结构接触问题计算中,通常位移

边界条件为零位移边界,它不随外部施加载荷的大小变化。在这种情况下,两次有限元计算其

位移边界条件是不变的。但是, 由于完整结构的位移场将随着外载而改变,所以在局部密化模

型接触应力计算中,其与完整结构结合边界上的位移(即局部密化模型位移边界)也将改变。

2. 1　接触结点柔度阵计算的位移边界条件

　　为叙述方便, 先以二维问题为例。假设接触中的两个物体  1和  2 (如图 1( a)所示) , 其初

图 1　处于接触中的两物体

始接触结点为 p。应用有限元方程

[ K ] i{u} i = {F } i ( 4)　

可以分别计算出当初始接触点 p 作用一单位力时,两物体中

的位移场{u} 1和{u} 2。当我们从  1和  2中的接触域附近分

别取出一小区域  ′1和  ′2 (如图1( b)所示)时, 局部区域  ′1和
 ′2 在单位力作用下的位移边界{! } 1和{! } 2 可以分别从{u} 1

和{u} 2中获得。然后对  ′1和  ′2进行局部网格密化, 计算局

部密化模型可能接触结点的柔度矩阵。为了节省计算时间,我

们将可能接触结点的柔度系数放在一个方程

[ K ] n×n[∀] n×m = [ F] n×m ( 5)　

中计算。式中 n 为局部密化模型的自由度数; m 为可能接触结点数; [ K ] n×n是局部密化模型的

刚度矩阵; [ F ] n×m的第 j 列{F j } ( j = 1, 2,⋯, m)中的元素,在第 j 个可能接触结点法向自由度

上为 1, 其余元素为 0; [∀] n×m中的给定位移自由度上的值分别为{! } 1和{! } 2。由此可以根据拟

子结构波前法程序 [ 1]快速有效地求出局部密化模型的柔度矩阵。在这里,我们将二维问题中实

际为接触分布载荷的问题在求解边界条件时静力等效为一点接触。根据弹性力学中的圣维南

原理
[ 4]
, 这种静力等效是可以接受的。

在圆柱齿轮、滑动轴承、轧辊等三维接触问题中,设完整结构沿纵向划分为 k 个截面,在每

个截面上都有一个初始接触结点。利用式( 5)可求出任一截面 i初始接触结点施加一单位力时

完整结构的位移场,由此得到局部密化模型柔度阵计算的一个位移边界{! } i1和{! } i2。如每个
截面仍有m 个可能接触结点,则三维局部密化模型的接触结点柔度阵计算将由式( 5)变为

[ K ] n×n[ ∀1 ∀2⋯ ∀k ] n×( m×k) = [ F ] n×( m×k) ( 6)　

式中子矩阵[ ∀i] n×m中的给定位移边界为{! } i ,矩阵[ F] n×( m×k)中元素的组成与式( 5)中的矩阵

[ F ] n×m类似。
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2. 2　接触应力计算的位移边界条件

　　根据式( 6)中计算出可能接触结点的柔度矩阵[ L ]和接触体承受的载荷 P ,可以由式( 1)

～( 3)求出局部密化模型的接触载荷分布{ F}。由于计算接触结点柔度系数和计算接触应力

时,局部密化模型所承受的载荷大小是不一样的,所以其局部密化模型给定位移边界的位移值

也不相同。在线弹性小变形范围内,其接触应力计算时的位移边界条件可以由线性叠加原理来

获得。在三维接触问题中, 其位移边界

{! } = �
k

i= 1

P i{! } i ( 7)　

式中, P i 为第 i 个截面 m 个接触结点载荷之和。由接触分布载荷{ F}和位移边界{ ! } , 即可用
有限元程序计算局部密化区的接触应力分布。

上述计算方法及程序的正确性已用圆柱体接触问题的有限元解与解析解对比所证实。

3　圆柱齿轮啮合过程接触应力计算、计算实例

　　当知道一对齿轮副的基本几何参数和小齿轮旋向后,根据齿轮啮合原理可以方便地确定

齿轮啮合过程各接触线在啮合面上的位置。图 2所示为本文计算实例斜齿轮啮合面上的各接

触线,它包括了 5个啮合位置共 14 条接触线。由此根据斜齿轮三维有限元网格自动生成程

序[ 5]完成斜齿轮副有限元模型的建立。然后根据文献[ 6]中的方法即可一次求出齿轮副的齿面

柔度阵、各接触线齿向载荷分布与齿间载荷分配等。这也就一次求出了所有初始接触结点的位

移边界,为用局部密化模型计算各接触线的详细接触应力节省了大量机时。

图 2　斜齿轮的啮合面 图 3　接触线局部区域的选取

所求接触线局部区域的大小是根据需要从相邻两边第 L - L 21条接触线到第 L + L 22条

接触线之间选取的(如图 3所示)。其中 L 为所要计算接触应力的接触线号, L 21和 L 22分别

表示取 L 上下第几条接触线作为其几何边界。局部区域接触结点柔度阵和接触应力计算边界

条件根据已求出齿轮中的位移场按上节所述方法嵌入。

由上述过程, 我们可以计算齿轮啮合过程各接触线上的接触应力。接触线局部密化区域有

限元网格的疏密程度由控制变量 N 1、N 2和N 3 (见图 3)来确定。局部密化区域中的接触半带宽

b由该接触线所承担的载荷 P、接触线长 L c、第 L 条接触线前端面两齿轮的综合曲率半径 #1

与 #2自动调节, 以避免设置的带宽不合适而造成重复计算。
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根据以上方法编制了微机用通用化模块程序系统并用来分析了某航空发动机星型传动系

统中一对斜齿圆柱齿轮啮合过程接触应力分布。齿轮副主要几何参数为: 齿数 Z1= 25, Z2=

96;模数 mn= 1. 38mm ;分度圆螺旋角 ∃= 8°55′26″; 齿宽 B= 25mm ;变位系数 x 1= 0. 35, x 2=

- 0. 35。齿轮输入轴转速 n = 41781rpm, 扭矩 T = 110N·m。齿轮材质性能为弹性模量

210GPa,泊松比 0. 3。齿轮啮合过程各接触线如图 2所示。每个齿轮沿齿宽方向有 8个截面,

划分了 238个单元, 424个结点共 1272个自由度。各接触线局部区域加密网格上下几何边界

视,上、下接触线距所求接触线的距离,而调整确定。

由系统动载与静载求出的该对齿轮啮合过程各接触线上承担的载荷如图 4所示,图 4中

y
- 轴见图2所示。从图 4中可见,当静载作用时,其载荷分配近似为一抛物线分布,而当动载荷

作用时,载荷分配出现了两个高峰,其中一个高峰刚好出现在节线附近。

考虑到齿面点蚀主要分布在齿轮节线附近, 我们主要计算了该对齿轮副第 5～11共 7条

接触线上的接触应力。对应齿轮的 8个截面, 这7条接触线在动载作用下的最大接触应力分布

如图 5所示。从图 5中可以看出,各条接触线的最大接触应力在各个截面上并不相同,其中第

10条接触线在截面Ⅴ处的接触应力最大。对照图 2可以看出,第 10条接触线为小齿轮单对齿

啮合区,其截面Ⅴ处于节线以下并靠近节线位置,这与航标以小齿轮单对啮合区小界点的接触

应力作为计算接触应力的基准是符合的,也与实际齿轮点蚀常常发生的位置是吻合的。

在静载和动载作用下, 该对齿轮副啮合过程接触应力在节线上的分布如图 6所示,图 6中

还给出了由航标求出的节点计算应力。由图 6可见,由于本文这对齿轮传动属于中心浮动传

动,所以其节线上的最大接触应力均在轮齿的中部附近。对照图 4可以发现,虽然两种载荷在

节线上相差约 22. 2% ,但节线上两种载荷作用下的最大接触应力仅相差 12. 7% ,表明接触应

力并不随外载线性变化。从图 6还可见,航标求出的节点接触应力(即不考虑单对齿啮合系数

ZB)分别是动载和静载下节线上最大接触应力的 1. 19和 1. 36倍,表明航标计算趋于保守。

图 4　齿轮啮合过程各接 图 5　各接触线上的最大 图 6　静载与动载下接触

触线上的载荷 接触应力分布 应力沿节线的分布

对比图 5和图 6还可以发现,动载作用下节线上的最大接触应力与节线下小齿轮单对齿
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啮合区的最大接触应力之比为 1. 09,比由航标计算出的单对齿啮合系数 ZB= 0. 9905要大。

图 7　接触线过节点截面内 %3 等应力线图( L—接触线号, I—截面数)

图 7给出了两条接触线在静载作用下过节线截面的最小主应力 %3等应力线图。从图 7中

可见,由于齿面渐开线各点曲率半径不同, 所以其接触域内的最小主应力并不呈对称分布。

4　结论与讨论

　　本文方法与模块化程序为设计高承载能力的圆柱齿轮传动提供了一个有力的工具。在此

基础上将能方便地进一步考虑摩擦、润滑等对接触应力的影响。本文主要结论为: ( 1)在用接触

区域局部密化模型研究接触应力时, 其计算柔度阵与接触应力的位移边界条件是不同的。柔度

阵计算中各截面可能接触点柔度系数计算位移边界条件也不一样。( 2)动载下齿轮副最大接触

应力并不在节线上,而是发生在小齿轮单齿啮合区下界点靠近节线处。这与齿轮实际发生点蚀

破坏的位置很吻合。节线下小齿轮单对齿啮合区下界点位置的最大接触应力是节线上最大接

触应力的1. 09倍。但航标求出的单对齿啮合系数 ZB= 0. 9905,表明航标得到的节线上计算接

触应力比小齿轮单齿啮合区下界点处的接触应力还要略大一些。这与本文动载下的计算结果

相反。( 3)航标求得的节点处计算接触应力分别是静载与动载下齿轮节线上最大接触应力的

1. 36和 1. 19倍,表明航标计算结果趋于保守。
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VIBRATION CHRACTERISTICS OF MISTUNED DISK-BLADED
Yan Yunju and Gu Jialiu

(Northwestern Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　A mathematical model by Subst ruture M ode Synthesis Methed is

pr ovided for coupling vibrat ion of a mistuned disk-bladed. Several low order modes of each
subst ructure are obtained by means of Experimental Modal Analy sis and modifying

calculat ion of the modes. Relying on the small perturbation of blade modal st if f iness, real

mistuned disk-bladed and sever al kinds of theor et ical mistuned models are set up. M odel
parameters and mathematical fo rmalas ar e checked by use o f forced vibrat ion experiment o f a

real m istuned disk-bladed on vibro stand. Analyt ical resul ts w ell reveal that the mistuning o f
blades is the reason why resonant r esponse of some blade on the same stage disk is much

gr eater than other blades. T he results also show that smaller fr equency dif ference and
random mistuning distribution of blades are elig ible, and also g iv e the rat ional r ange o f

rotat ing f requencies of an eng ine.

PRECISE TRANSFER MATRIX FORMULAE
CONSIDERING AXIAL FORCES

Li Yan
(Nanhua Power Plant mechanical Research Institute)

ABSTRACT　　　　 T wo precise transfer matrix formulae of dif ferent form s for

analy sis of shaft element w ith constant section par ameters ar e deriv ed which take ax ial for ces
and shearing defo rmat ion into account . Both o f the formulae are applied to a pract ical

example. The comparison betw een the r esults of the calculat ion and experimental data show s
that the precision of the formulae is v ery w el l and that considerable ax ial forces do have a

nonnegligible influence on dynamic proper ties o f r otor-bases system. T he presented formulae

not only ex tend the applicat ion of the t ransfer matrix method, but also pro vide a convenient
approach to solv ing the specific eng ineering problems in dynamic analy sis of the r otor-bases

sy stem w ith considerable axial forces due to pre-pressed coupling curves in its assemblage.

STUDY ON CONTACT STRESSES OF CYLINDRICAL

GEARS ACTED BY DYNAMIC LOADS
Liu Geng, Zhu Hao, Shen Yunwen (Northwestern Polytechnical University )

Gao Xiangqun (Nanhua Powerplant Institute)

ABSTRACT　　　　An approach to local f inite element mesh ref inement is studied for
thr ee-dimensional elastic contact problems. The study show s that because of different act ing

loads the boundary condit ions o f the ref inement model in contact problems are dif ferent in

calculat ion at f lexible matr ices and contact st resses. On the basis of the approach, an ef fective
method is prov ided for the calculat ion of the contact st resses of spur and helical g ears during

the w ho le engagement period. According to the posit ion of contact lines in the act ion plane,

the present method establishes the FE models of gears by a 3-D automat ic mesh generation

pr ogram . The load share rat io s of g ears and lo ad distr ibut ions along the contact lines during
the w hole engagement period are then simultanuously calculated by using the coordinate

sy stems o f gear prof ile and the co rresponding matrices of co ordinate t ransformat ion.

Furthermore, the local FE mesh ref inement models of g ear s on a specific contact line are
established and the detailed contact st ress dist ribut ions o f the contact line ar e evaluated w ith

the use of f inite element-mathemat ical prog ramm ing technique. In this case, the calculat ions
of contact st resses on different contact lines of gears dur ing the whole engagement per iod can
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be convenient ly carried out . T he contact st resses on dif ferent contact lines of a pair o f

aer onaut ical hel ical gears acted by dynamic and stat ic loads of the gear sy stem are calculated.

The calculated results show , the present method and the cor responding m icrocomputer

pr ograms ar e fast and reliable in calculat ion as compared w ith those by Aeronaut ical
Standard o f China HB/ Z84, 2-84.

A TRANSIENT BURNING MODEL OF SOLID PROPELLANTS
AND ITS APPLICATION TO LIQUID QUENCH OF ROCKET MOTOR

Yin Jinqi, Wang Kexiu, Wu Xinping
(Northwestern Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　A transient burning model of so lid propellants is proposed, in

w hich the dist ributed react ions and deep absor pt ion o f external radiat ion are consider ed in the
condensed phase. The heat loss due to boiling heat t ransfer induced by liquid jet impinged on

burning surface is taken into considerat ion in the energ y balance equat ion on the buring
surface. A space-w ise thick f lame model is developed to obtain the f lame heat feedback under

the condit ions that the decreasing of chamber pressure and gas-phase temperatures is caused
by liquid injection and evaporat ion of liquid drops in gas phase, w hich is described by a

submodel for internal ballist ics of rocket motor durning liquid quench. T he model can be used
to describe the t ransient burning behaviors of solid propellants under the inf luence o f

external distur bances, such as rapid depr essurizat ion, deradiat ion or liquid inject ion, and to
obtain the crit ical values r equired for ex t inction of solid propellants. The results fr om

theoret ical pr edict ion indicate that w hether the t ransient burning comes into ex t inct ion is not
only dependent on the var iat ion rate o f the ex ternal disturbance, but also on the variation

amplitude of the disturbance. T he critical values of l iquid inject ion pressur e drops for
ext inct ion of tw o kinds of aluminized ammonium perchlo rate-hydroxyterminated

po lybutadiene propellants ( 16%A l and 18. 5%Al ) w ere obtained by experiments. T he
pr edicted resul ts obtained from the t ransient burning model are in good agreement w ith the

exper imental data. T he crit ical value o f liquid injection pr essure drop increases w ith
increasing propel lant ener gy and chamber pressur e.

DETERMINATION OF LIQUID QUANTITY REQUIRED
FOR LIQUID QUENCH OF SOLID ROCKET MOTOR

Yin Jinqi, Wang Kexiu, Wu Xinping

(Northwestern Polytechnical University )
ABSTRACT　　　　The liquid quant ity required ( LQR) for liquid quench o f solid rocket

moto r w as determined w ith the use of a theoret ical model developed by the author s. LQR
increases w ith propel lant energy and decreases as the evapo ration heat of liquid and the liquid

pr essure dr op ( the dif ference betw een inject ion pr essure o f liquid and chamber pressur e)

increase. The effects of the chamber pressure and burning rate pr essure exponent o f
pr opellant on LQR merge into the ef fect of mass burning rate of propellant . T hen LQR

increases w ith increasing mass burning rate. T he theor et ical results ar e in good agreement
w ith experimental data.
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